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Definición de Grafo 

 Grafo: conjunto de “objetos” y sus “conexiones” 

 Definición Formal : 
 G = (V, E),   V={v1, v2, ..., vn},   E={e1, e2, ..., em} 

 V: conjunto de vértices (nodos),   E: conjunto de arcos (aristas) 

 Grafo dirigido:   ek = (vi, vj) 

 Grafo no dirigido : ek={vi, vj} 

 Grafo ponderado (con pesos):  w: E  R, w(ek) es el peso de ek. 
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Terminología (I) 

 Arco incidente a un nodo: éste es uno de sus 
extremos 

 

 

 Nodos adyacentes: con arco incidente a ambos 

 

 

 Grado de un nodo: nº de arcos incidentes 

 Camino: secuencia de vértices y arcos diferentes 

 Ciclo: camino cerrado 
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b 
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Terminología (II) 

 Grafo conectado: todos sus vértices unidos por un 
camino 

 

 

 

 Grafo completo: cada par de vértices está unido 
por un arco 
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Terminología (y III) 

 Clique: subgrafo completo de un grafo 

 

 

 
 

 Árbol: grafo sin ciclos (no dirigido) 

 

c 

e b d 

a 

B 

A 

E G F 

C 
D 

DASE MSE 2011-12 Marisa López Vallejo 
8 

Representación de Grafos: Lista de “adyacencia” 
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Representación de Grafos: Lista de “adyacencia” 

struct nodo{ 

    int indice_nodo; 

    struct arco *arcos_salen; 

}; 

 

struct arco { 

    int indice_arco; 

    struct nodo *from, *to; 

    struct arco *next; 

}; 

struct nodo *adj[maxV]; 
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Representación de Grafos: Matriz de “adyacencia” 
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Grafos ponderados 

 Pesos de arcos 
 Suelen representar el coste del arco 

 Ejemplos: 

– Distancia entre dos ciudades 

– Anchura de un bus de datos 

 Representación 

– Matriz de adyacencia: peso en lugar de 0/1 

– Lista de adyacencia: se almacena el peso en el 
elemento de lista 

 Pesos de nodos 
 Se suelen referir a restricciones de capacidad 

 Ejemplos: 

– El tamaño de las puertas de un circuito 

– El retardo de operaciones 
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Hipergrafos 

 Definición: 

 Grafos con arcos entre múltiples vértices 

 Dirigidos / no dirigidos 

 Como en los grafos, cada nodo puede estar conectado 
a varios “hiper-arcos” 

 ¿Estructura de datos? 

1 
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1 3 
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4 2 
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Operaciones básicas en grafos 

 ¿Es un grafo conectado? 

 ¿Tiene ciclos? 

 ¿Es completo? 

 

Solución: algoritmos de búsqueda 
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Algoritmos de búsqueda en grafos 

 Propósito: visitar todos los nodos (sólo una vez mejor) 

 Algoritmos 
 Depth-first search (DFS) 

 Breadth-first search (BFS) 

 Búsqueda Topológica  

 Ejemplos 

[©Sherwani] 
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DFS y BFS 

 Son formas sistemáticas de visitar los nodos de un 
grafo 

 DFS: búsqueda primero en profundidad 

 BFS: búsqueda primero en amplitud 
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Pseudo-código Depth-First Search 

struct vertex { 

    ... 

    int mark; 

}; 
 

Algorithm DEPTH_FIRST_SEARCH ( V, E ) 

      for each v  V 
            v.mark  0   // sin visitar 

      for each v  V 
            if (v.mark == 0) 

               dfs (v) 

dfs ( v )  

     v.mark  1 

     “process v” 

     for each (v, u)  E 
     “process v” 

           if (u.mark != 1)   // sin visitar? 

              dfs (u) 
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Breadth-First Search Algorithm 

 Enfoque diferente: cubre el área cercana al punto 
de partida, explorando posiciones más alejadas 
sólo cuando ya ha explorado lo cercano. 

 Estructura auxiliar: cola 
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Breadth-First Search Algorithm 

Algorithm BREADTH_FIRST_SEARCH ( V, E ) 

for each v  V 
     v.mark  1   // sin visitar 

for each v  V 
     if (v.mark) { 

  v.mark  1  

       bfs (v) 

     } 

bfs ( v )  

struct fifo *Q; 

Q  {v} 

while Q != {} 

    w  Q.pop() 

    “process w” 

    for each (w, u)  E { 
       “process (w,u)” 

        if (u.mark){  //  Sin visitar? 

           “process w” 

            if (u.mark){ 

                u.mark  0 

                Q  {u} 

            } 

   } 
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Búsqueda exhaustiva (backtracking) 

 Se buscan todas las soluciones posibles 

 Ejemplo: problema del viajante 

 Encontrar la ruta más corta comenzando en una ciudad 
y volviendo a ella tras recorrer un conjunto de ciudades 

 Para n ciudades, hay (n-1)! caminos 

 El cálculo exacto es muy caro computacionalmente 
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Ejemplo viajante  

A B 

C 

D 

E 
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Coloreado de un grafo 

for (i in V) { 

  color(i) = 1; 

} 

for (i in V) { 

  c = 1; 

  while (exista adj(i) con color c) { 

   ++c; 

  } 

  color(i) = c; 

} 

A 
B 

D E 

F 

C 

G 

 Es el etiquetado de un grafo G¿V,E? de 
forma que ningún arco tenga los 
extremos con la misma etiqueta 

 Mediante búsqueda secuencial 
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Distancia en grafos (sin-pesos) 

 Distancia dG(u,v): 
 Longitud del camino más corto u--v en G. 

u v 

d(u,v)=2 

x 

y 

d(x,y) =  
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Algoritmos Algoritmos 
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Algoritmos 

 Un algoritmo define un procedimiento 
computacional para resolver un problema 
 Ejemplos: 

– Ordenación rápida, método de la burbuja, por inserción  

– Programación dinámica para el problema de la mochila 

 Se evalúan utilizando: 
– La calidad de la solución 

– El esfuerzo computacional requerido (tiempo, memoria) 

 Tipos de algoritmo: 
 Exacto 

 De aproximación 

 Heurístico: algoritmo de aproximación que utiliza 
técnicas de resolución basadas en la experiencia 
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Algoritmos (cont.) 

 Definición de complejidad 

 Tiempo de ejecución en máquinas determinísticas 
secuenciales 

 En función del tamaño del problema (n) 

 Basado en los recursos necesarios para implementar el 
algoritmo 

– Necesario modelo de coste: memoria, hardware/puertas, ancho 
de banda de comunicación , etc. 

– Ejemplo: modelo RAM con procesador único 

 tpo. ejecución  # operaciones 
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Algoritmos (cont.) 

 Definición de complejidad (cont.) 
 Ejemplo: Ordenación por método de la 

burbuja 

 Es importante la escalabilidad respecto al 
tamaño de la entrada 

– ¿Cómo afecta al tpo. de ejecución de un 
algoritmo que se duplique el tamaño de la 
entrada? 

– Función del tamaño de la entrada (n). 
Ejemplos:  n2+3n,  2n,  n log n, ...  

– Generalmente, interesan tamaños de 
entrada grandes 
(n > 1.000  n > 1.000.000) 

– ¿Afecta utilizar un compilador mejor? 
¿Y ejecutar el algoritmo en una máquina 10x 
más rápida? 

[©Gupta] 

for (j=1 ; j< N; j++) { 
   1; i++) {  
       
         
         
         
        
      
   

for (j=1 ; j< N; j++) {  
   for (i=j; i < N-1; i++) {  
       if (a[i] > a[i+1]) { 
         hold = a[i]; 
         a[i] = a[i+1]; 
         a[i+1] = hold; 
        } 
      } 
   } 
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Ejemplos de crecimiento 

F u n c tio n  G r o w th

0
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1 6 1 1 1 6 2 1 2 6 n

f(n )
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0
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f(n )
5 n 0 .1 n ^ 2 + 2 n + 4 0 2  n  lo g  n 0 .0 0 0 0 1  2 ^ n
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Nociones asintóticas 

 Idea: 
 Ignoramos constantes para describir la “ǘŜƴŘŜƴŎƛŀέ  de una 

función para valores grandes a la entrada 

 Notación:    f(n) = O ( g(n) ) 
Si existen las constantes K y n0 tales que:  
 n  n0, f(n)  K. g(n) 
 
g es “cota superior” de f    
(f es “de orden” g: f no crecerá más que g por una constante) 
 
Ejemplos:      1/3 n2 = O (n2)      (también  O(n3) ) 
                     0.02 n2 + 127 n + 1923 = O (n2)  
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Nociones asintóticas (cont.) 

 ¿Cómo encontramos el orden de una función? 
 No siempre fácil, sobre todo si partimos del algoritmo 

 Nos centramos en el témino “dominante” 

– 4 n3 + 100 n2 + log n        O(n3) 

– n + n log(n)     n log (n) 

 n! = Kn   >   nK   >   log n  > log log n  >    K 

 n > log n,     n log n > n,       n!  >  n10. 

 ¿Qué significa esta notación en práctica? 
 Si el algoritmo A tiene “complejidad en el tiempo”  O(n2) 

y el  algoritmo B tiene complejidad O(n log n), entonces  
B es mejor 

DASE MSE 2011-12 Marisa López Vallejo 
32 

“Tractability” del Problema 

 Los problemas se pueden clasificar en categorías “ŦłŎƛƭŜǎέ 
o άŘƛŦƝŎƛƭŜǎέ 
 Clase P: se conoce un algoritmo con tiempo polinomial (es un 

problema resoluble “tractable”) 

 Clase NP (tiempo no determinísticamente polinomial):  
~ aún no se conoce la solución polinomial (probablemente no 
existe) 
 la solución exacta (óptima) se puede encontrar con algoritmos 
con complejidad exponencial 

 Desgraciadamente, la mayoría de los problemas del CAD 
son NP 
 nos contentamos con una solución “razonablemente buena” 

[©Gupta] 
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Optimización Combinatoria 

 Problema de optimización: la solución se puede medir en 
términos de una función de coste 

 Si el espacio de soluciones es discreto: optimización combinatoria 

 Problemas con variables discretas 
 Ejemplos:  

– ORDENACIÓN: dados N números enteros, ponerlos en orden ascendente 

– KNAPSACK: dada una mochila de tamaño S, y los elementos  {(s1, w1), (s2, w2), 
..., (sn, wn)}, donde si y wi son su tamaño y valor, encontrar el subconjunto de 
elementos que proporciona el máximo valor total.  

 

 Complejidad del Problema: 
 Medidas de complejidad 

 Casos: caso medio, caso peor 

 Tractability  resoluble en tiempo polinomial 

[©Gupta] 
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Optimización Combinatoria 

 Problema de optimización: su solución se mide en 
téminos de una FUNCIÓN DE COSTE 

 Medida de calidad    Función de coste 

 Combinatoria: conjunto discreto de soluciones 

 Heurístico:  

 Método exploratorio cuyas soluciones se descubren 
mediante la evaluación del progreso realizado hacia el 
resultado final 

 Se adaptan al problema particular 
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Optimización combinatoria (cont.) 

 Procedimientos generales:  
 ¡Sin conocimiento del problema! 
 Permiten utilizar funciones de coste arbitrarias e iterar 

por pasos 
 Siguen procesos probabilísticos o aleatorios 

 Métodos: 

 Recocido simulado 

 Programación lineal 

 Algoritmos genéticos 

 Otros 
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Búsqueda local (Mejora iterativa) 

 Heurístico para minimizar la función de coste de 
un problema 

 Partiendo de una solución válida, busca una mejor 
evaluando el vecindario 

 Puntos claves: 

 Vecindario 

 Movimiento 

x=solucion_inicial 

while (hay mejora) { 

    evaluar soluciones vecinas; 

    elegir la mejor; 

    x=mejor; 

} 
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Búsqueda local (cont.) 

 Problemas: 

 Se queda en mínimos locales 

 Depende del tamaño del vecindario 

 Dependencia con la estructura del problema 

 Soluciones 

 Repetición desde otro punto de partida 

 Aceptar movimientos costosos (up-hill) 

 Esquemas más complejos 

 Contraprestación 

 Ajuste de parámetros 

 Confinamiento de la búsqueda 
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Recocido simulado 

 Método general para atacar problemas de 
optimización combinatoria 

 Procedimiento probabilístico o estocástico 

 Basado en una analogía entre la mecánica 
estadística y la optimización combinatoria 

 Propiedades: 

 Aplicable a una amplia variedad de problemas 

 Búsqueda local mejorada (no se atrapa en mínimos 
locales) 

 Puede ser independiente de la solución inicial 
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Recocido simulado (cont.) 

Objetivo: encontrar estados de baja energía en sistemas 

físicos 

Basado en la analogía: 
 

 Problema de        Proceso 
optimización combinatoria         físico de recocido 
 
 Soluciones del problema   Estados del sistema 

 Coste       Energía 

 Mínimo global     Cristalización 

 Movimiento     Perturbación 
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Fundamentos (I) 

IMPORTANTE 

 El sistema no ocupa estados con igual 
probabilidad: siguen la distribución de Boltzmann 

 
 
      Estados     E         Más probables 

      Estados     E         Menos probables 

 Se asume el sistema en equilibrio térmico 

kT

E

eEEnergíaestadoprob



)(
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Fundamentos (y II) 

Test de Metropolis: Sistema en equilibrio térmico 
 
   Perturbar sistema ligeramente 

   Calcular E 

   If (E < 0) 

        Aceptar   // configuración menor energía 

     else         // configuración mayor energía    

      Aceptar con Prob(E, T) = exp(- E/kT) 

Repetido a diferentes temperaturas 
decrecientes:   

         Recocido Simulado  
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Seudo-código 

T = T = calienta(); 

actual_P = inicial_P; 

coste = funcion_coste(actual_P); 

WHILE (no congelado) { 

  WHILE (no equilibrio) { 

      genera_movimiento(); 

       E = incr_coste(); 

       IF (acepta_metropolis(E)) 

           actual_P = haz_movimiento(); 

      coste = funcion_coste(actual_P); 

       } 

   } 

  T = enfria(T); 

} 
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Probabilidad de aceptación 

 ¿Cómo aceptamos con Prob(E, T)? 
 

   calcular E; 

if (E < 0) aceptar; 

    else { 

       calcular ρ = exp(-E/KbT) 

       calcular r = random [0,1); 

       if (r <= ρ) aceptar; 

} 

 

 Para T     ɟ alto, fácil aceptar movimientos 

 Para T     ɟ bajo, difícil aceptar cambios con E > 0 
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Elementos clave 

 Función de coste 

 Que refleje perfectamente la calidad de una solución 

 ¿Evaluación incremental? 

 Conjunto de movimientos 

 Configuraciones: estados permitidos en el problema 

 Movimientos: reorganización de estados 

 Esquema de enfriamiento 

 Decisivo para una buena implementación 

 Experimentales vs. Dinámicos 
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Evolución (mínimos) 
Coste 

Soluciones 

Búsqueda  

local 

Recocido 

quizás 

bastante 

probable 

casi 

siempre 

siempre 

T  

nunca 

poco 

probable 

 

puede 

siempre 

T  
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Esquema de enfriamiento 

 Temperatura inicial: T  

     ¿Cuándo he alcanzado T? 

 Criterio de equilibrio: equilibrio 

    ¿Cuándo hay equilibrio térmico? 

 Velocidad de enfriamiento: enfria(T) 

    ¿Cómo reducir temperatura? 

 Criterio de parada: congelado 

    ¿Cuándo se ha parado el sistema? 
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Esquema de enfriamiento (ejemplo) 

 Temperatura inicial: T  
     Solución aleatoria (gran aceptación) 

 Criterio de equilibrio 

 nº estados aceptados > un orden de magnitud n 

 nº estados generado > dos órdenes de magnitud n 

  

 Velocidad de enfriamiento: enfria(T) 

 Tnew = Told * 0.9 

 

 

 Criterio de parada 

 3 bucles consecutivos sin mejora 

T 
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Análisis 

 Inconvenientes 

 Tiempos de ejecución elevadísimos 

 Múltiples parámetros     Difícil de ajustar 

 No garantiza mínimo global 

Polémico: ¡No es la panacea! 

 Ventajas 

 Escapa de mínimos locales 

 Independiente de la solución inicial 
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Programación lineal 

 Formulación matemática de un problema de 
optimización combinatoria 

 ά[t ǎƻƭǾŜǊǎέ  

 Se reduce a formular inecuaciones 

 Formulación:      x    Variables 

 Maximizar (min)    cTx    Coste 
 Cumpliendo  Ax  a    Restricciones 
     x  0 

 Coste y restricciones lineales respecto a x 

 Variables enteras  ILP 
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Algoritmos genéticos 

 Analogía: proceso de evolución en la naturaleza 

 Población de posibles soluciones 

             Codificada en cromosomas 

 010010 110  

 001001 010  

 010010 010  

001001 110 

 001011000  

 Objetivo: nueva generación 

 Proceso de selección 

 Sobrevive el mejor 

 Cruces 

 

 Mutaciones 
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Seudo-código 

FOR (i=0; i < pop_size; i++)  

     Pop  Pop U random_cromosoma(); 

REPEAT { 

  new_pop  ; 

  FOR (i=0; i < num_cruces; i++) { 

   padre1 = select(pop); 

   padre2 = select(pop); 

   cruce (padre1, padre2, hijo1, hijo2, crit);         

   new_pop  new_pop U {hijo1, hijo2}; } 
  FOR (i=0; i < num_mut; i++) { 

   mutante = select(pop); 

   muta (mutante);          

   new_pop  new_pop U {mutante}; } 

  new_pop  new_pop U select_mejores(); 

  pop = new_pop; 

UNTIL stop(); 

Selecciona_mejor() 
} 
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Otros 

 Búsqueda tabú 

 Hill-climbing 

 Se mueve al vecino menos costoso 

 Lista tabú: para evitar ciclos 

 Más rápido que recocido 

 Problema de la mochila (knap-sac) 

 Etc. 


